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(Receioed 20 Nocetnber 1962) 
DIE GRUPPE G(X) aller Holomorphismen eines kompakten komplexen Raumes .Y ist einc 
komplexe Transformationsgruppe von X [2, 4111. Es sei T : X --+ Yeine holomorphe Abbil- 
dung von X in irgendeinen komplexen Raum Y. Blanchard (vgl. [I 1, p. 160) hat bemerkt, 
dass G(X)’ die von 5 induzierte Zerlegung von X in zusammenh5ngende analytische Faser- 
mengen respektiert, wenn X singularitztenfrei ist. Falls iiberdies r zusammenh5ngend und 
surjektiv ist und lokal analytische SchnittflPchen gestattet, so induziert 5 einen natiirlichen 
Homomorphismus G(X)” + G( Y)‘. Im $1 der vorliegenden Note wird dieser Blanchardsche 
Satz verbessert ; es zeigt sich (Satz (1.2) und Satz (1.3)), dass er fiir beliebige komplese R5ume 
und kompakte zusammenhgngende holomorphe Abbildungen gilt. 
Im $2 betrachten wir natiirliche Faserungen homogener kompiexer Mannigfaltigkeiten. 
Wir nennen X homogen, wenn X die Quotientenmannigfaltigkeit G/J einer komplexen 
Lieschen Gruppe G nach einer abgeschlossenen komplexen Lieschen Untergruppe J ist; 
J ist dann die Isotropiegruppe eines Punktes x0 E X bzgl. G. Jede holomorphe Abbildung 
G/J -+ G/H, wo H 3 J eine abgeschlossene komplexe Liesche Untergruppe von G ist, 
heisst eine naliirliche Faserung von X. Unter Benutzung von Satz (I .3) zeigen wir (Satz (2.2)): 
Jede zusammenhtingentie kompakte holomorphe Ahbildung T : G/J -+ Y auf einen kom- 
plexen Raurn Y ist in kanonischer Weise Cquiralent zur natiirlichen Faserung G/J -+ G/H, 
wo H die Isotropiegruppe der r-Faser durch x0 E X bzgl. G ist. 
Die Bestimmung aller natiirlichen Faserungen einer homogenen komplexen Mannig- 
faltigkeit G/J ist ein reines Problem der Theorie der komplexen Lieschen Gruppen. Im 
$3 werden als Beispiel alle natiirlichen Faserungen von komplexen Fahnenmannigfaltig- 
keiten bestimmt: es ergibt sich, dass die bekannten Abbildungen von Fahnenmannigfal- 
tigkeiten auf ebensolche die einzigen natiirlichen Faserungen sind (Satz (3.2) und Satz (3.3)). 
Diese Aussage und Verallgemeinerungen wurden such von Tits bewiesen (vgi. [IO]). 
t Teilweise untersttitzt durch Air Force Office of Scientific Research, OAR, European Office, .Aerospace 
Research, 62-40. 
: Die Arbeit erhielt ihre endgiiltige Form wshrend eines van der Deutschen Forschungsgemeinschaft 
erm&lichten Gastaufenthalts des zweiten Autors an der Universitat Erlangen-Niirnberg. 
11 Aile vorkommenden komplexen RPume seien ;rrsnmntenh~ngcnrl, przmkompakt und normal. 1st G 
einc topologische Gruppe, so bezeichnet G’ stets die Zusammenhangskomponente der I E G. 
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Durch Satz (2.2) wird das Studium der kompakten holomorphen Abbildungen homo- 
gener komplexer Mannigfaltigkeiten auf Grund des Steinschen Faktorisierungssatzes 
weitgehend auf das Studium verzweigter fjberlagerungsabbildungen reduziert. Wahrend 
bei einer zusammenhangenden Abbildung der Bildraum stets wieder homogen ist, braucht 
dies bei Uberlagerungsabbildungen nicht mehr der Fall zu sein. Z.B. ist das 2-fache sym- 
metrische Produkt Z einer elliptischen Kurve Emit sich selbst nicht homogen, indessen hat 
man eine 2-blattrige Uberlagerungsabbildung des Torus E x E auf Z. Es ist uns nicht be- 
kannt, ob sich eine homogene rationale Mannigfaltigkeit einer nicht homogenen komplexen 
Mannigfaltigkeit echt (aber notwendig verzweigt) tiberlagern Iasst. 
Als eine weitere Anwendung des Satzes (1.3) beweisen wir im $4 den folgenden, fiir 
X = P, bereits von Severi angegebenen Satz: 
Es sei B ein Gebiet in einer homogenen algebraischen Mannigfaltigkeit X und M c B 
eine irreduzible algebraische Kurce. Dann gibt es, wenn r,%[ diejenige auf M konstante natiirliche 
Faserung von X bezeichnet, deren Fasern minimale Dimension haben, zu jeder in B holomor- 
phen Funktion f ein Gebiet B in X mit M c B t B und eine holomorphe Funktion f in T,+,(B), 
sodass gilt: f18 = fs (s,,(B). I ns b esondere ist f’ stets konstant, wenn b?(X) = 1, also z. B. 
wenn X eine Grassmannsche Mannigfaltigkeit ist. 
Dieses Resultat steht in Beziehung zu einem Satz von Andreotti, der besagt, dass der 
Kiirper der meromorphen Funktionen eines pseudokonkaven komplexen Raumes eine 
endlich-algebraische Erweiterung eines rationalen Funktionenkijrpers ist. 
$1. KOMPLEXE TRANSFORMATIONSGRUPPEN 
1. Es sei X ein komplexer Raum und G eine topologische Gruppet. Wir sagen, dass 
G stetig auf X wirkt bzw. dass G eine Transformationsgruppe des komplexen Raumes X ist, 
wenn eine stetige Abbildung a : G x X + X gegeben ist mit folgenden Eigenschaften : 
(a) Fur jedes feste g E G ist die Abbildung x i a(g, x) ein Holomorphismus von X. 
(b) Fur alle gl, gz E G und alle x E X gilt: a(gt , a(gt , x)) = cc(g,g,, x). 
u heisst die Wirkungsabbildung von G auf X, sie ist stets ofin. Statt a(g, x) schreiben wir 
kurz g(x) und entspreshend g(M) = IJ g(x) fiir Teilmengen M c X, Fur jede Menge S c X 
xshf 
ist die MengeJ(S) : = {g E G,g(S) = S} eine Untergruppe der (abstrakten) Gruppe G. J(S) 
heisst die Isotropiegruppe von Sin G;J(S) ist abgeschlossen in G, wenn Sabgeschlossen in Xist. 
Eine Transformationsgruppe G des ko.mplexen Raumes X heisst eine komplexe Trans- 
formationsgruppe von X, wenn G eine komplexe Liesche Gruppe und die Wirkungsabbil- 
dung ‘1 : G x X --+ X holomorph ist. 
SATZ (1.1). Es sei A c X eine analytische Menge und G eine komplexe Transformations- 
gruppp con X. Dann ist die Isotropiegruppe J(A) con A in G eine abgeschlossene komplexe 
Liesche Untergruppe van G. Sind Ak, k E K, die irreduziblen Komponenten von A, SO gilt: 
t Vgl. Fksnote 1; auf p. 137. 
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Beweis. Fasst man G als eine reelle Liesche Gruppe auf. so ist J(A) bekanntlich eine 
abgeschlossene reelle Liesche Untergruppe von G. Da die Inklusionl!..J(A,) c J(A) trivial 
ist, so wird die Gleichung J(A)’ = (‘?lJ(A,))’ b ewiesen sein, wenn wir zeigen: J(A)’ c J(A,) 
fir jedes X- E K. Wir wtihlen zu vorgegebenem k einen Punkt X~ E Al, und eine Umgebung 
U, von sli derart, dass U, n A keine Punkte der anderen Komponenten Aj, j + k, enthglt. 
Es gibt eine Umgebung I+‘, von 1 E G, sodass g(xk) E (/k fi.ir alle g E J+‘,. Auf Grund des 
Identitgtssatzes fiir irreduzible analytische Mengen gilt dann g(Ak) = A, fir alle g E CV, n 
J(A), d.h. J(A) n CV, c J(A,). Dies impliziert aber J(A)’ c J(A,). 
Urn zu zeigen, dass J(A) eine komplexe Liesche Untergruppe von G ist, braucht man 
nur nachzuweisen, dass J(A)’ es ist. Auf Grund des vorangehenden kann man sich dabei, 
da der Durchschnitt beliebig vieler analytischer Mengen stets wieder analytisch ist, auf 
den Fall. dass A irreduzibel ist, beschrgnken. Wir betrachten die von der Wirkungsab- 
bildung r : G x X + X induzierte holomorphe Abbildung ‘I, : G x A 4 X. Die Menge 
z:(A) ist analytisch in G x A. Wir bezeichnen mit 7 : C;(A) --+ G die Beschrznkung der 
natiirlichen Projektion G x A ‘--) G auf a:(A) und setzen F : = {(g, x) E E:(A) : dim<,,,, 
(?(;l(s, .uN) 2 d’ lrn A}. Dies ist eine analytische Menge in Et(A), [5]. Ersichtlich gilt 
F = {Cg,x) E G x A : dim(,.,,(g x A) nEi(A) 2 dim A), d.h. F = {(g, x) E G x A:g(A) = A), 
da A irreduzibel ist. Es folgt F = J(A) x A, wodurch die Analytizitzt von J(A) in Evidenz 
gesetzt wird, w.z.b.w. 
1st G vermijge CL : G x X -+ X eine (komplexe) Transformationsgruppe von X, so 
versteht man unter dem Inefiktivitiitskern von G die Menge I aller derjenigen g E G, die als 
Identitlit auf X wirken. Ersichtlich ist I der Durchschnitt aller Isotropiegruppen J(x), 
x E X; iiberdies ist I eine invariante, abgeschlossene (komplexe Liesche) Untergruppe von 
G. Bezeichnet T[ den stetigen (holomorphen) Homomorphismus von G auf die topologische 
(komplexe Liesche) Faktorgruppe G/1, so gibt es eine kanonische Abbildungb : (G/Z) x X -+ 
X, sodass ‘* = p 0 (n x I), wobei I : X + X die Identitzt ist. Ersichtlich wirkt G/Z vermiige 
fl stetig (holomorph) auf X, und zwar sogar effektic, d.h. der Ineffektivitgtskern von G/Z 
besteht nur aus der 
1. Da G und G/I dieselbe Zerlegung von X bestimmen, so wird man h?iufig anstelle 
von G die “kleinere” Gruppe G/I betrachten. 
2. Wir verallgemeinern einen Satz von Blanchard (vgl. [I], proposition 1.1. p. 160). 
SATZ (1.2). Es sei G, eine zusammenhiingende Transformationsgruppe des komplexen 
Raurnes Xl und 5 : A’, + X2 eine holomorphe Abbildung von X, in einen komplexen 
Raum X2. derart, dass jede zusammenhtingende Faserkomponente von 7 kompakt ist. 
Dann ist jhr jedes g E G, jede zusammenhiingende Faserkomponente der holomorphen 
Abbildung 5 , g : X, --f X2 such eine zusammenhtingende Faserkomponente von 5 und 
umgekehrt. 
Beweis. ES sei F irgendeine zusammenhgngende Faserkomponente von 7. Wir betrachten 
die Menge H1 aller g E G, , sodass g(F) in einer Faser von 7 enthalten ist, und behaupten: 
H, = G,. Wegen 1 E H, ist H, nicht leer. Weiter ist H, abgeschlossen in G,. Dazu 
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zeigen wir, dass G, - H, offen in G, ist. Sei g .$ H, . Es gibt zwei Punkte x,‘, x; E F, 
sodass ~(&xi ‘)) + 5(9(x1”)). Die durch x : = r O (x/G, x F), wo r die Wirkungsabbildung 
von G, auf Xi bezeichnet, vermittelte Abbildung rr : G, x F + X, ist stetig und es gilt: 
rc(g, xi) = ?(g(x,)). Wegen n(g, xi) + ~(9, x’i) gibt es Umgebungen U von S in G, , V’ 
von xi in Xi und V” von xl in Xi , sodass rc(U x V’) n 7r( U x V”) = 4. Fiir jedes g E U 
gilt somit r(g(x;)) 4 r(g(xl)), d.h. r ist auf g(F) nicht konstant. Also ist G, - Hi offen 
und HI mithin abgeschlossen in G, . Doch H, ist such offen in G, . 1st nlmlich S E Hi 
ein beliebiger Punkt, so wghle man eine Umgebung Y von ,Tz : = r@(F)) so klein, dass 
eine holomorphe Injektion i : V + C, in einen komplexen Zahlenraum C, existiert. Setzt 
man dann U: = T-‘(V), W: = {g E G1, g(F) c U}, so ist W, da F nach Voraussetzung 
kompakt ist, eine Umgebung von 3 in G, . Fur jedes g E W ist die holomorphe Abbildung 
j O T O g : F --+ C, wohldefiniert. j(s(g(F))) t IS no t wendig ein einziger Punkt, da es sonst auf 
der zusammenhangenden kompakten analytischen Menge F nichtkonstante holomorphe 
Funktionen gabe. Daher ist such T(g(F)) einpunktig, d.h. es gilt W c H, . Da G, zusam- 
menhangend ist, so folgt H, = G, . 
Wir zeigen weiter, dass jede Menge g(F), g E G, , sogar eine Faserkomponente von z 
ist. Sei etwa fur ein festes 3 E G, die Menge g(F) in der r-Faserkomponente F’ enthalten. 
Da such wieder alle Mengen g(F’), g E G, , in r-Faserkomponenten enthalten sind, so gibt 
es insbesondere eine r-Faserkomponente F” mit a-‘(F’) c F”. Wegen a(F) c f’ folgt 
daraus F c F’, d.h. F’ = F. Die Inklusionen g(F) c F’, g-‘(F’) c F implizieren aber 
G(F) = F’. Die Behauptung von Satz (1.2) folgt nun unmittelbar. 
Die Aussage von Satz (1.2) kann such, wenn man mit Z’(s) die durch 5 induzierte 
Zerlegung von Xi in zusammenhlngende analytische Mengen bezeichnet, so formuliert 
werden : 
Die Zerlegung Z’(T) ist G,-invariant. 
Aus Satz (1.2) ziehen wir eine wichtige Folgerung. 
SATZ (1.3). Es sei G, eine zusammenh&gende Transformationsgruppe des komplexen 
Raumes X, und T : X, + X2 eine kompakte zusammenhcngende holomorphe Abbildung con 
Xl auf einen komplexen Raum X2. Dunn gilt: 
(a) Es gibt eine zusammenhSingende eflektice Transformationsgruppe G2 con X2 und 
einen stetigen Epimorphismus T* : G, --f G,, sodass 7 o g1 = Tt(gl) o t fiir alie 
g, E G,. Kern 5* ist eine Transformationsgruppe iner jeden s-Faser. 
(b) Ist G, eine komplexe Transformationsgruppe t’on Xl . so ist G, eine komplexe Trans- 
formationsgruppe con X2 und T* ist holomorph. Kern 5* ist eine komplexe Trans- 
formationsgruppe einer jeden z-Faser. Die komplexe Struktur der Transformations- 
gruppe G, ist eindeutig bestimmt. 
Berveis. (a) Jedem g1 E G, werde wie folgt eine Abbildung g2 : X, + X2 zugeordnet: 
1st x2 E X, ein beliebiger Punkt, so ist r(gi(i’(x,))) nach Satz (1.2) wieder ein Punkt von 
X,. Wir setzen g2(x1) : = 7(g1(11(x2))) un zei d ‘g en sogleich, dass g2 ein Holomorphismus 
von X, ist. Da laut Definition gilt 7 O g, = g2 0 T und 7 kompakt ist, so ist g2 : X, + X, 
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holomorpht. Ersichtlich ist gz bijektiv und daher sogar biholomorph. Wir bezeichnen mit 
G(X,) die (abstrakte) Gruppe aller Holomorphismen von X2 und definieren die Abbildung 
5* : G, -+ G(X,), indem wir fir T*(gl), g1 E G, , den soeben konstruierten Holomorphismus 
g2 : X2 --* X2 wghlen. Dann ist T* ein Homomorphismus der unterliegenden abstrakten 
Gruppen. Wir setzen G, : = 7*(G1) und fassen T* als einen Epimorphismus G, 4 Gz auf. 
Nach Definition gilt T 0 g, = s,(g,) 0 5 fiir alle g, E G, . Die Gruppe Kern T* ist als 
Durchschnitt der Isotropiegruppen aller T-Fasern eine Transformationsgruppe jeder r- 
Faser; iiberdies ist sie ein abgeschlossener Normalteiler von G,. Die Gruppe GZ ist zur 
Faktorgruppe G,/(Kern T,) isomorph. Versieht man G, mit der Quotiententopologie, 
so ist T* : G, -+ Gz ein stetiger Epimorphismus der topologischen Gruppen, insbesondere 
ist G, zusammenhgngend. 
Wirkt nun G, vermijge der stetigen Abbildung rll : G, x X1 -+ X1 auf -U,, so 
ist in kanonischer Weise eine Abbildung TY~ : G, x X1 --f X, definiert, fir die wegen 
?OQL = T,(g,)?T gilt: 7o=(l = u2 n (7* x r). Hieraus folgt zunschst, dass Y: stetig ist: 
hat man nzmlich eine offene Menge Uz in X,, so ist die Menge (T o zl)-'(U2) c G, x X1 
offen und auf Grund von Satz (1.2) bzgl. T saturiert; dies impliziert, da T* offen ist, dass 
(T* x ?) 0 (T J q)-‘(uz) = r;’ (Cr,) offen in G2 x X, ist. Da iiberdies ‘s,(g;, cz,(g;. .x2)) = 
g,(g;g; , x2) fiir alle g; , g; E G, , so ist also G, bzgl. a2 eine Transformationsgruppe von X, . 
Nach Konstruktion wirkt G, effektiv auf ,U,. 
(b) 1st G, eine komplexe Liesche Gruppe, so ist nach Satz (1.1) die Isotropiegruppe 
einer jeden T-Faser eine abgeschlossene komplexe Liesche Untergruppe von G, . Daher ist 
such Kern T* als Durchschnitt aller dieser Isotropiegruppen eine komplexe Liesche Unter- 
gruppe von G, , die holomorph auf jeder r-Faser wirkt. Wir kijnnen iiberdies die topo- 
logische Gruppe G, M G,/(Kern t*) in natiirlicher Weise mit der Struktur einer komplexen 
Lieschen Gruppe versehen, sodass r* holomorph ist. Dabei wird die Abbildung 
a2 : Gz x X, --f X, holomorph, da zz stetig isti. 
ES bleibt zu zeigen, dass die komplexe Struktur von G, eindeutig bestimmt ist. Das 
ergibt sich unmittelbar aus folgendem Hilfssatz, wenn man setzt: H, = H, = G2, Z = X2, 
b1 = pz = Wirkungsabbildung von G, auf X,, q = Identitzt. 
HILFSSATZ (1.4). Es seien HI , H2, Z komplexe RCiume und pi : H, x Z -f Z holo- 
morphe Abbildungen, i = 1, 2; pz sei oflen. Fiir je zwei Punkte hi, h; E H, , h;’ + hi, seien 
die Abbildungen z + Jl,(h; , z) und z + f12(hi, z) stets cerschieden. Dann ist jede Abbildung 
cp : H, --t H2 mit 
Pz 0 (cp x 1) = BI 
holomorph. 
Beweis. Da 9 : H, -+ HZ wegen der Offenheit von pz ersichtlich stetig ist, geniigt es 
zu zeigen, dass der Graph von cp eine analytische Menge in HI x Hz ist (vgl. [5] Satz 31, 
t Wir benutzen folgenden Satz: Es seien AI, AS, A3 komplexe R&me und XI : A1 -+ At, XT : AZ + A3 
stetige Abbildungen, XI und AZ O XI seien holomorph, iiberdies sei XI surjektiv. Dann is! such .& holomorph. Ist 
XI zusiittlich kompakt oder offen, so folgt die Holomorphie von hz bereifs ohne die Voraussetrung der Sietigkeit 
von h2. Zum Beweis siehe [9], Satz 2 sowie [5], p. 363. 
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31’). Da PI und & holomorph sind, so wird durch 
eine holomorphe Abbildung p : HI x Hz x 2 -+ 2 x Z definiert. Die Menge 
dl : = (Graph p) n (H, x Hz x Z x d), A : = Diagonale in Z x Z, 
ist folglich analytisch in H, x H2 x Z x A. Die natiirliche Projektion rc: M 4 Hl x Hz x Z 
ist holomorph, injektiv und kompakt; daher ist n(M) = {(h, , h, , z) E Hl x H2 x Z : B,(h, , z) 
= /I&, z)) analytisch in H, x Hz x Z. Bezeichnet weiter g die kanonische Projektion 
von rc(iM) in H1 x H,, so ist die Menge N: = {a E n(M) : dim, c?‘(ri(a)) 2 n}, wo n : = 
dim Z, nach bekannten Sgtzen analytisch in H, x H2 x Z . Da jede g-Faser hiichstens 
n-dimensional ist, so gilt notwendig: IV = a(N) x Z. Daher ist such o(N) eine analytische 
Menge in HI x H2 . Nun gilt ab:r g(N) = Graph q : (hi, hi) E o(N) bedeutet ngmlich 
nach Konstruktion gerade, dass P,(h; , z) = /I,(&, z) fir alle z E Z. Da indessen such 
.&(A; 7 z> = P2((PW 4 f iir alle z E Z gilt, so folgt notwendig hi = &hi), d.h. (it;, hi) E 
Graph cp. Da die Inklusion Graph cp c G(N) trivial ist, so ist Hilfssatz (1.4) bewiesen. 
Wir merken noch besonders an 
ZUSATZ zu KATZ (1.3). Ist X, homogen bzw. fast-homogen bzgl. der komplexen Trans- 
formationsgruppe G, , so ist X, homogen bzw. fasthomogen bzgl. G,?. 
ES ist nur zu zeigen, dass mit X1 such X, fast-homogen ist. Nach Voraussetzung gibt 
es einen Punkt xi E X1, dessen G,-Bahn U, in X, innere Punkte hat. Auf Grund der Glei- 
chung togI = %(gl)oT,glEGI, ist dann r(U,) die G,-Bahn von 7(x;). Wegen X, = 
7(X,) hat aber t(U1), da z ausserhalb der Entartungsmenge offen abbildet, innere Punkte. 
1st der komplexe Raum X kompakt, so ist die Gruppe G(X) aller Holomorphismen von 
X bzgl. der natiirlichen Abbildung G(X) x X + X eine komplexe Transformationsgruppe 
von X [2, 41. Es gilt dann 
KOROLLAR zu Satz (1.3). Ist T : X, + X, eine zusammenhiingende holomorphe Abbif- 
dung eines kompakten komplexen Raumes Xl auf einen komplexen Raum X, , so gibt es eine 
zusammenhiingende komplexe Transformationsgruppe G2 von X, und einen holomorphen 
Epimorphismus 5* : G(X,)” -+ G,, sodass T o g1 = s,(g,) 3 T fiir a//e g1 E G(X,)‘. G2 ist 
eine komplexe Untergruppe von G(X,)‘. 
Zum Beweise ist nur zu zeigen, dass die Injektion t : G, + G(X,)’ holomorph list. 
Dies folgt aber unmittelbar aus Hilfssatz (1.4), wenn man setzt: H, : = G, , H7 : = G(X,)‘, 
Z:=X,,BI:=~21Gz~X2,PZ:=~2,~:=z. 
Es sei abschliessend noch vermerkt (vgl. such [ 11) :
Sind X, , X, kompakte komplexe Rtiume, so sind die komplexen Transformationsgruppen 
G(X, x X,)’ und G(X,)’ x G(X,)’ des Produktraumes Xl x X, kanonisch isomorph. 
Die natiirlichen Projektionen ~~ : X, x X, + Xi induzieren ngmlich nach vorstehendem 
Korollar holomorphe Homomorphismen TV* : G(X, x X,)’ --f G(Xi)‘, i = I, 2, die ersichtlich 
t x1 he&e fasr-hom~gen bzgl. Cl, wenn es einen Punkt xl’ E XI gibt, dessen Cl-Bahn innere Punkte in 
XI hat. 
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surjektiv sind. Es ist leicht zu sehen, dass TV* x TV* : G(X, x X,)’ -+ G(X,)’ x G(,Y2)’ 
bijektiv ist, q.e.d. 
a 2. ShTcRLICHE FASERUNGEN HOMOGEXER KOMPLEXER 
MAh%TGFALTIGKEITEN 
1. Es seien E, F, B, komplexe Rgume. Eine holomorphe Abbildung 71 : E + B von E 
auf B heisst eine holomorphe Fuserung VOII E mit B als Basis und F als (typischer) Faser, 
wenn jeder Punkt 6 E B eine Umgebung U besitzt, sodass 5’(U) durch eine Abbildung h 
biholomorph auf U x F bezogen werden kann, wobei X(/Z-‘(b, bv)) = b fir alle (b, w) E 
U x F. Wir schreiben dann such (E, X, B, F) und nennen dieses Quadrupel eine holomorphe 
Faserung. Das Paar (U, 12) heisst ein Faserkoordinatensystem der holomorphen Faserung. 
Wir sagen, die holomorphe Faserung (E, TI, B, F) gestattet die (nicht notwendig zu- 
sammenhsngende) komplexe Liesche Gruppe H als Strukturgruppe, wenn folgendes gilt: 
(a) H ist eine effektive komplexe Transformationsgruppe von F. 
jb) Es gibt eine offene tiberdeckung {Vi, hi), i E I, von B durch Faserkoordinaten- 
systeme, derart, dass fir jede Menge Uij : = Ui n Uj $3 C$ eine holomorphe Abbildung 
gij : Uij --t H existiert, sodass iii O h;’ : Uij x F --f Uij x F die Gestalt (b, NV) -+ 
(by g ij(b)w) hat. 
Eine holomorphe Faserung mit Strukturgruppe nennt man ein holonzorphes Faserbiindel. 
Sind (E, T, B, F) und (E’, n’, B’, F) zwei holomorphe Faserbiindel mit gleicher Faser Fund 
gleicher Strukturgruppe H, so heisst eine holomorphe Abbildung (T : E --) E’ eine holomorphe 
Fascrbiindelabbildung, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind: 
(a) CT bildet jede n-Faser biholomorph auf eine n’-Faser ab und induziert so eine holo- 
morphe Abbildung c? : B + B’, fir welche gilt: n’ o CT = 3 o n. 
(b) Sind (0; h) bzw. (I/‘, h’) Faserkoordinatensysteme von E bzw. E’ mit 
U n Z-‘(U) + C#J, so gibt es eine holomorphe Abbildung $ : U n C-‘(U) + H, sodass 
die Abbiidung h’ Q CT O h-’ : U n CT-‘(U’) x F -+ U’ x F die Gestalt (b, w) -+ (C(b), $(b)w) 
hat. 
Wir notieren den fir Anwendungen niitzlichen 
SA~Z (2.1). Jede holomwphe Faserung (E, TI, B, F) mit eiuer kompakten Faser F ist ein 
holomorphes Faserbiindel mit G(F) als Strukturgruppe. 
Ist (E’, TC‘, B’, F) ein zweites holomorphes Faserbiindel mit G(F) als Strukturgruppe, so 
ist jede holomorphe Abbildung u : E --f E’, die ,jede n-Faser biholomorph a14 eine n’-Faser 
abhildcr, eine holomorphe Faserbiindelabbildung. 
Beweis. Die induzierte Abbildung 0 : B -+ B’ geniigt der Relation TC’ O c = 5 O x. Da 
x offen ist. so ist 5 holomorpht. Seien nun (U, h) bzw. (U’, h’) Faserkoordinatensysteme 
von E bzw. E’ mit U n Cs-‘(U’) + 4. Da die holomorphe Abbildung h’ O a O h-’ : U n 
C-‘(U) x F --, U’ x F jede Menge b x F biholomorph auf C(6) x F bezieht, so schreibt 
sich h’ o a O h-l in jedem Fall in der Form (6, w) 4 (b, t&b)w), wo I,!I : U n C-‘(U’) --t G(F) 
t Vgl. Fiissnote t auf p. 141. 
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eine wohlbestimmte Abbildung ist. Urn die Holomorphie von II/ zu beweisen, betrachten 
wir die Produktabbildung b : U n E- ‘(17’) x F + F aus 
$ x 1 : U n a-‘(CJ’) x F + G(F) x F und z : G(F) x F --t F, a : = Wirkungsabbildung 
Es gilt @ = p O h’ , C-J o h-l, wo p : U’ x F + F die natiirliche Projektion ist. Daher 
ist p holomorph. Da r effektiv und offen ist, so konnen wir Hilfssatz (1.4) anwenden auf 
H, : = Un @-‘(U’), H2 : = G(F), 2: = F, PI = p, pz = a, cp = II/. Es folgt die Holo- 
morphic von $. Da sich der durchgefiihrte Schluss such fur die identische Abbildung 
I : E -+ E durchfiihren Ibst, so ist Satz (2.1) bewiesen. 
2. Wirkt die komplexe Transformstionsgruppe G des komplexen Raumes X transitiv 
auf X, SO ist X notwendig eine komplexe Mannigfaltigkeit. WLhIt man einen Basispunkt 
x0 E X, so wird durch die Zuordnung g --f g(x,,) eine holomorphe Abbildung 7c : G + X 
definiert. Es ist wohlbekannt, dass (G, r, X, J), wo J die Isotropiegruppe von x0 in G 
bezeichnet, ein holomorphes Faserbiindel mit J als Strukturgruppe ist (die vermiige Links- 
translation auf J wirkt). X darf mit der komplexen Quotientenmannigfaltigkeit G/J. d.i. 
der Raum {gJ, g E G} der J-Linksnebenklassen von G, identifiziert werden; alsdann schrei- 
ben sich rr : G -+ X bzw. 2 : G x X --f X in der Form g + gJ bzw. (gi , gJ) + 
(s&l&- 
1st H eine J umfassende abgeschlossene komplexe Liesche Untergruppe von G. so wird 
durch die Zuordnung gJ -+ gH eine holomorphe Abbildung (P,, : X + G/H definiert. Das 
Quadrupel (X, (Pi, G/H, H/J) ist ein holomorphes Faserbiindel. Wir nennen (PH die :u H 
gehiirende natiirliche Faserung von X = G/J und entsprechend die von qPH induzierte Zer- 
legung Z((pH) von X die zu H gehiirende natiir&he Zerlegung von X. Die Elemente von 
Z(cp,,) sind die H-Bahnen der Punkte von X, d.h. die Mengen gH c G/J. Insbesondere ist 
also Z(qN) eine G-invariante Zerlegung von X; die Isotropiegruppe der qo,-Faser durch x,, 
ist gerade H. Es gilt such die Umkehrung: 
Es sei Z eine G-invariante Zerlegung von X = G/J in analytische Mengen. Dann gilt 
Z = Z(cp,), wo H die Isotropiegruppe desjenigen Elementes con Z ist, welches x0 enthtiit. 
Berveis. Auf Grund der G-Invarianz von Z geniigt es zu zeigen, dass die H-Bahn von 
x0 gerade das Element F von Z ist, welches x0 enthalt. Fassen wir X als Raum der J- 
Restklassen von G auf, so gilt F = KJ, wo K c G eine wohlbestimmte Teilmenge von G 
mit 1 E K ist. Dann ist H = {g E G : gKJ = KJ}, was man such in Form H = {g E G : 
gJ c KJ} schreiben darf. Da HJ c G/J die cp,-Faser durch x0 = J ist, geniigt es zu zeigen 
KJ = HJ (= H). 
Zunlchst folgt K c H und weiter J c H wegen 1 E K. Damit ist die Inklusion KJ c H 
bereits bewiesen. 1st aber umgekehrt h E H, so gilt speziell h E KJ, d.h. H c KJ. q.e.d. 
Wir merken noch weiter an (Z’(cp,,) bezeichnet die von cpI, induzierte Zerlegung in 
zusammenhangende Komponenten) : 
Ist Z(qr,) eine natiirliche Zerlegung con X = G/J, so gilt Z’(cp!,) = Z(cp,,.), wo H’ die 
kleinste o@ne Untergruppe con H is?, die J enthtilt. 
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Sind Z(qHi). i = 1, 2, natiirliche Zerlegungen ran X = G/J, SO gilt 
{F, n F2 : F, E Z, , F2 E Zl> = Z(CP.V, n HJ. 
Die Beweise sind trivial. 
1st T : G/J + Y irgendeine surjektive zusammenhgngende kompakte holomorphe 
Abbildung, so ist Z(r) nach Satz (1.2) eine G-invariante Zerlegung von X. Also gilt Z(s) = 
Z(cp,), wo H die Isotropiegruppe det r-Faser durch x0 ist. Dann sind die Abbildungen 
T und (P” aber sogar gquivalent, d.h. es gibt eine biholomorphe Abbildung q : G/H -+ Y, 
sodass gilt 5 = q 5 (pHP. Damit ist bewiesen: 
SATZ (2.2). Es sei X eine bzgl. der kompiexen Lie&en Transformationsgruppe G con X 
homogene komplexe Mannigfaltigkeit (X = G/J, IVO J die Isotropiegruppe eines Punktes 
x0 E X bzgl. G). Dann ist jede xsammenhiingende kompakte holomorphe Abbildung 
5 : x -+ Y ran X auf einen komplexen Raum Y iiquiralent zur natiirlichen Faserung qH : ,V -+ 
G/H. LVO H die Isotropiegruppe der s-Faser durch x0 E X bzgl. G ist. 
Aus diesem Satz ergibt sich insbesondere unter Benutzung von Resultaten von Blan- 
chard [I], dass eine kompakte KCihlersche (bzw. projektiv-algebraische) homogene Mannig- 
faltigkeit V durch eine zusammenhcngende holomorphe Abbildung T nur auf eine eben- 
solche Mannigfaltigkeit V’ bezogen werden kann. Nun gilt V = A x Q, V’ = A’ x Q’. 
~0 A, A’ Tori und Q, Q’ rationale Mannigfaltigkeiten sind [3]. Die Abbildung 5 ist dann 
sogar notwendig eine Produktabbildung v x ,LL wo v : A -+ A’, ,u : Q ---) Q’ holomorph und 
zusammenhgngend sind. Dies kann z.B. wie folgt eingesehen werden: es seien rl : A’ x 
Q’ 4 A’ bzw. p : A’ x Q’ -+ Q’ die Produktprojektionen. Dann sind alle Abbildungen 
t( O 5 : a x Q -+ A’, a E A, konstant, da Q rational ist. Zu jedem a E A gibt es also genau 
ein a’ E A’, sodass r(a x Q) c a’ X Q’; die Zuordnung a -+ a’ definiert eine surjektive 
holomorphe Abbildung v : A + A’. Weiter ist such jede Abbildung /I O 5 : A x q + Q’ 
konstant, denn jeder Torus in einer rationalen Mannigfaltigkeit, der bzgl. seiner Isotropie- 
gruppe homogen ist, ist einpunktig. Mithin existiert such zu jedem q E Q genau ein q’ E Q’ 
mit s(A x q) c A’ x q’. Die Zuordnung q -+ q’ definiert eine surjektive holomorphe 
Abbildung 11 : Q + Q’, und nach Konstruktion gilt r = v x 11. 
4. Nach einem Satz von Stein [9] kann jede kompakte holomorphe Abbildung 
5 : X -+ Z einer komplexen Mannigfaltigkeit X auf eine komplexe Mannigfaltigkeit Z in 
zwei holomorphe Abbildungen 5 : X + Y, q : Y + Z zerlegt werden, wobei Y ein normaler 
komplexer Raum, < zusammenhgngend und q eine Uberlagerungsabbildung ist. 1st x 
homogen bzgl. einer (zusammenhgngenden) komplexen Lieschen Gruppe G, so folgt trivial 
aus Satz (2.2), dass c eine natiirliche Faserun g von x’ist. Insbesondere ist Y homogen bzgl. 
G. Die Mannigfaltigkeit Z braucht indessen nicht mehr homogen zu sien, wie etwa das 
folgende Beispiel zeigt. 
Es sei E eine singularitgtenfreie elliptische Kurve. X sei das kartesische und Z das 
symmetrische Produkt von E mit sich selbst. T sei die natiirliche Projektion von ,X’ auf Z. 
7 Vgl. Fiijsnote t auf p. 141. 
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Ersichtlich ist X bzgl. r eine 2-blattrige analytisch-verzweigte uberlagerung van Z: &r 
Verzweigungsdivisor V von T in X ist die einfach gezahlte Diagonale in X. Sowohl ,Y als 
such Z ist eine singularitatenfreie projektiv-algebraische FlBche; X ist als komplexer Torus 
homogen. Z ist kein komplexer Torus, denn dann miisste r unverzweigt sein. Wir zeigen nun: 
Z ist nicht fast-homogen bzgl. G(Z). 
Angenommen, das ware doch der Fall. Dann gabe es 2 holomorphe Vektorfelder auf 
Z, deren Determinante A nicht identisch verschwindet. A muss notwendig Nullstellen haben, 
denn sonst ware Z komplex-parallelisierbar und also ein komplexer Torus, was oben bereits 
ausgeschlossen wurde. Wir fassen A sowohl als holomorphen Divisor als such als holo- 
morphe Schnittflache im Geradenbtindel det T(Z) auf, wo T(Z) des kontravariante Tangen- 
tialbundel von Z bezeichnet. Nun gilt allgemein: 
r*(det T(Z)) = det T(X) @ [Verzweigungsdivisor von r]. 
Da T(X) trivial ist, folgt: det T(X) = 1. Der Verzweigungsdivisor von r ist V; also gilt 
7* (det T(Z)) = V, d.h. der gehftete Divisor 7*(A) ist linear aquivalent zu V. Auf X = E x E 
gibt es aber keine meromorphe Funktion m + 0, die genau auf der Diagonslen von x in 
erster Ordnung verschwindet. Denn dann ware die Beschrankung von m auf eine allge- 
meine Faser E x e, e E E fest, eine nichtkonstante meromorphe Funktion auf einer ellip- 
tischen Kurve, die genau eine Nullstelle 1. Ordnung hatte. Es folgt mithin, dass die Divisoren 
r*(d) und I/ iibereinstimmen. Dies ist jedoch unmoglich: 7*(A) = V impliziert zunachst, 
dass die irreduzible Kurve 7(V) der Trsger des Divisors A ist. Falls nun A = nr( V) mit 
n > 0, so gilt 7*(A) = 2nV + V. Die FlKche Z kann dater nicht fast-homogen sein, q.e.d. 
Die Fhiche Z gestattet eine einfache geometrische Beschreibung. Realisiert man E 
als eine singularitatenfreie Kurve 3. Grades im P,, SO ist Z die Menge der ungeordneten 
Punktepaare (e, , e,), cl, e2 E E. Betrachtet man zu jedem solchen ungeordneten Punk- 
tepaar (e, , ez) die Verbindungsgerade g (falls e, = e,, SO sei g die Tangente an E in e,), 
so schneidet g die Kurve E in einem eindeutig bestimmten dritten Punkt e3. Die Zuord- 
nung (e, , e2) 4 e3 definiert eine holomorphe Abbildung 7c von Z auf E, deren Fasern 
samtlich projektive Geraden sind. Z wird SO zu einem holomorphen P,-Biindel tiber der 
elliptischen Kurve E, und zwar ist Z die Beschrankung auf E des Btindels der komplexen 
Linienelemente des P2. Da Z nicht homogen ist, ist dieses Biindel nicht analytisch trivial 
([3], Satz 5). 
53. NATURLICHE FASERUNGEN VON FAHNENMANNIGFALTIGKEITEN 
3.1. Als erste Anwendung von Satz (2.2) bestimmen wir alle zusammenhangenden 
holomorphen Abbildungen von Produkten aus homogznen rationalen Mannigfaltigkeiten. 
SATZ (3.1). Es seien Q1, Q2 h g omo ene ratizvzlle Mannigfaltigkeiten, es sei 7 : QI x 
Q, -+ J’eine zusammenh&zgende holomorphe Abbikdung iTon Q, x Q, ayf einen kompfexen 
Raum Y. Dunn gibt es homogene rationale Mannigfaltigkeiten Q;, Q; und holomorphe 
Faserbiindelabbildungen 71 : Q, -+ Q; , 72 : Q2 --t Q;, sodass 7 und 71 x s2 tiquicalent sind. 
Beweis. Es sei Gi die Komponente der 1 der Holomorphismengruppe von Qi und 
Hi die Isotropiegruppe eines Punktes von Qi, i = 1,2. Wir identifizieren Qi mit der Quotien- 
ZUR FUNKTIONENTHEORIE HOSIOGENER KOMPLEXER MANNIGFALTIGKEITEN 147 
tenmannigfaltigkeit G,/H, der Hi-Linksnebenklassen, i = 1, 2. Alsdann darf Q, x Q, = 
G, x G2/H, x H2 gesetzt werden. Wegen Satz (2.2) geniigt es nun, folgendes zu beweisen: 
Jede abgeschlossene komplexe Liesche Untergruppe H’ ran G, x G2, welche HI x HZ 
umfasst, stimmt mit dem Produkt (H’ n G,) x (H’ n GL) iiberein. 
Man verifiziert unmittelbar, dass H’ I (H’ n G,) x (H’ n G2) im Normalisator N 
von (H’ n G,) x (H’ n G,) liegt. Es geniigt daher, N = (H’ n G,) x (H’ n G2) zu zeigen. 
Wir betrachten die holomorphe Faserbiindelabbildung 
G, x G,/(H’ n G,) x (H’ n G,) -+ G, x G*/N. 
Da (H’ n G,) x (H’ n G,) 2 HI x Hz, so ist der Biindelraum als Bild von Q, x Q, 
nach $2.3 rational und mithin einfach zusammenhgngend. Daher ist (H’ n G,) x (H’ n G2) 
zusammenhsngend und es folgt aus [3], Satz 7, dass die Faser N/(H’ n G,) x (H’ n G,) 
komplex-parallelisierbar und also, da projektiv-algzbraisch, ein komplexer Torus ist. 
Dieser muss notwendig einpunktig sein, da sonst die Euler-Poincar&che Charakteristik 
des rationalen Biindelraumes verschwinden wiirde. Es gilt folglich N = (H’ n G,) x 
(H’ n G,), w.z.b.w. 
Folgerung. Sind Q,, Q, Grassmarsche Mannigfaltigkeiten, so. gestattet Q, x Q2 
neben deer identirchen und der konstanten Abbildung nur noch die Projektionen auf die Kom- 
ponenten Q,, Q2 1 a s weitere zusam,men.h&gende holomorphe Abbildungen. 
D;nn jede dim:nsionserniedrigende holorn3rphs Ab5ildung einer Grassmannsche n 
Mannigfaltigkeit ist konstant [6]. 
3.2. Als weitere Anwendung von Satz (2.2) sollen alle zusammenhgngenden holomor- 
phen Abbildungen von komplexen Fahnenmannigfaltigkeiten bestimmt werden. Es seien 
d, , . . . , dk, n fest vorgegebene natiirliche Zahlen mit 0 I dI < d2 < . . . < dk < n. Ein 
System E(d,), . . . , E(dk): wo E(dx) eine dX-dimensionale analytische Ebene im P, ist, heisst 
eine (d,, . . . , d,)-Fahne im P, , wenn gilt: E(d,) c E(d2) c . . . c E(cl,). Die Gesamtheit 
aller (d, , . . . , d,)-Fahnen des P, ist in natiirlicher Weise eine kompakte zusammenhgngende 
homogene rationale Mannigfaltigkeit, die wir mit F(dI , . . . , dk; n) bezeichnen und kurz 
eine komplexe Fahnenmannigfaltigkeit nennen. 1st e, < ez < . . ej eine Teilmenge der 
d, , . . . , dk, so ordnen wir jeder (d, , . . . , d,)-Fahne E(d,) c . . . c E(dk) ihre (e, , . . , ej)- 
Teilfahne E(e,) c . . . c E(ej) zu. Dadurch ist eine holomorphe Abbildung von F[d, , . . . , 
dk; n) auf F(e,, . . . , ej; n) definiert. Es gilt 
SATZ (3.2). Die Abbildungen F(d, , . . . , dk; n) + F(e, , . . . , ej; n), wo e, < . . . < ej alle 
nichtleeren Teilmengen der Zahlen d, , . , rl, durchliiuft, sind (bis auf kjuicalenz) die einzigen 
zusammenhtingenden holomorphen Abbildungcn van F(d, , , dk; n). 
Wir reduzieren diese Aussage zungchst auf einen gruppentheoretischen Satz. Mit 
G(P,) werde die komplexe Liesche Gruppe der Holomorphismen (=Kollineationen) des 
P,, bezeichnet. Es sei fO : = (17, c E, c . . . c I?,_,) eine feste (0, 1, . . . , n - I)-Fahne des 
P “. Jede Isotropiegruppe J(EV) ist eine abgeschlossene komplexe Liesche Untergruppe von 
G(P,). Fi_ir jedes Tupel 0 I d, < . . . < d, c n sei J(d, , . . . , dk) : = 6 J(Ed,). Dann kann 
x=1 
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F(d, , . . , d,; n) in natiirlicher Weise mit G/J(d, , . . . , dk) identifiziert werden. 1st e, < e, < 
. . . < ej eine Teilmenge der dl , . . . , dk, so gilt J(e, , . . . , ej) 2 J(d, , . . . , d,), und die oben 
beschriebene Abbildung F(d, , . . . , dk; n) + F(e, , . . . , ej; n) ist gerade die zu J(ei , , ej) 
natiirliche Faserung , . . , --f G(P,)/J(e, . . , ej). G(P,)/ 
J(e , . . , als rationale insbesondere ist, so 
J(e, , . . ej) zusammenhangend es folgt, alle natilrlichen von 
Fahnenmannigfaltigkeiten zusammenhangend sind. Da auf Grund von Satz (2.2) jede 
zusammenhangende holomorphe Abbildung von F(d, , . . . , dk; n) aquivalent ist zu einer 
nattirlichen Faserung (Pi, wo H eine abgeschlossene komplexe Liesche Untergruppe von 
G(P,) ist, die J(d, , . . . , dk) enthalt, so ist also zu zeigen, dass jede solche Gruppe H mit einer 
der Gruppen J(e, , . . . , ej), wo e, < . . . < ej eine Teilmenge von dl , . . . , d, ist, iiberein- 
stimmt. Da B : = J(0, 1, . . . , n - 1) inJ(d, , . . . , dk) enthalten ist, so geniigt es zu beweisent: 
SAT2 (3.3). Zu jeder B umfassenden, abgeschlossenen, komplexen Lieschen Untergruppe 
H + G(P,) con G(P,) gibt es Indices n, , . . . , n4 mit 0 I n, < .., < n4 2 n, sodassgilt: 
H = J(nI , . . . , n,J. 
Wir fuhren vollstandige Induktion nach n. Der Induktionsbeginn n = 0 ist trivia] 
Sei der Satz fir alle Zahlen <n bereits beweisen. Wir setzen G : = G(P,) und betrachten 
die zu H gehorende natiirliche Faserung (Pi : G/B + G/H. Die Gruppe H ist die Isotropie- 
gruppe der cp,-Faser X durch fO, wegen H + G gilt X + G/B. Es geniigt nun zu zeigen, 
dass es Indices n, , . . . , n4 mit 0 I n, < . . . < n4 < n gibt, sodass gilt: 
X = {E(O) c E(1) c . . . c E(n - 1) : E(n,) = E,, , . . . , E(n,) = Enq} . 
Der gem&s Satz (1.3) von der natiirlichen Faserung I( : GIB -+ GIJ(0) NN P, induzierte 
Homorphismus von G in G(P,) ist die Identitat. Daher wirkt H transitiv auf der im P, 
algebraischen Menge n(X). 
Wir zeigen zunachst: n(X) + P,. Ware das nicht der Fall, so miisste H transitiv auf 
dem P, wirken. Die Isotropiegruppe von E, bzgl. H ist die Gruppe J(0) n H. Dieselbe 
ist such die Isotropiegruppe von ?i’(E,) n X in G. Da Z’(E,) = {E, c E(1) c . . . c 
E(n - l)}, SO lhst sich Z’(E,,) mit der Fahnenmannigfaltigkeit F(0, 1, . , n - 2; n - 1) 
identifizieren, wenn man den Raum der Geraden durch E, als einen P,_ 1 auffasst. Nun ist 
qH(?‘(E,) eine nattirliche Faserung von Ir’(E,), die wegen X + G/B nicht konstant ist. 
Daher gibt es nach Induktionsvoraussetzung Indices 0 < c1 < . < c, < II, sodass gilt: 
pi n X = (E, c E(1) c _.. c E(n - 1) : E(c,) = EC,, . . . , E(c$ = EC,} . 
Dies bedeutet J(0) n H = J(0, cl , . . . , c,). Sind p, q E P, beliebige Punkte, so gelten 
entsprechend fbr deren Isotropiegruppen H,, Hq in H, da sie in H zu H n J(0) konjugiert 
sind, Darstellungen 
r I 
H, = J(P) n H = J(P) np~,J(Ep(d), Hq = J(q) n H = J(q) np~iJWYc,) 
t W. Specht teilt uns mit, dass dieser Satz-umformuliert fiir die allgemeine lineare Gruppe GL(n $ 1, C)- 
van Remak bewiesen und Vo’oll-oder Leersofz genannt wurde. Wir erfahren van J. Tits, dass er den Satz 
(3.3) sowie Verallgemeinerungen bereits 1959 in [IO] bewiesen hat. 
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wo EP(cp) bzw. Eq(c,) eine c,-dimensionale Ebene durch p bzw. q ist, p = 1. . . . , r. Insbe- 
sondere ist E’(c,) invariant unter J(q) n H,, da J(q) n H, c H4. Also ist E4(c,) der Ver- 
bindungsraum von q mit p bzw. mit EP(c,)t. Wihlt man q 4 EP(cI), so folgt, da der Ver- 
bindungsraum von q mit EP(c,) dann (cI + 1)-dimensional ist: Eq(c,) = [qp]. Dies ist 
aber unmiiglich, da ,!?(cI) unabhgngig von p sein muss. 
Es gilt mithin n(X) + P,. Da X(X) insbesondere unter der Gruppe 5 t H invariant 
ist, so folgt z(X) = ES, 0 5 s < n: und also H c J(s). Man hat nun eine natiirliche Faser- 
ung 5 : G/H -+ G/J(s). Die zusammengesetzte Abbildung < 7 qH ist die natiirliche Faserung 
q : G/B -+ G/J(s), deren Faser durchf, die Menge 
T = {E(O) c . c E(n - 1) : E(s) = E,}. 
ist. Die Beschrgnkung q1T kann mit der natiirlichen Faserung J(s)/5 -+ J(s)/H identifiziert 
werden. Nun ist T das kartesische Produkt aus 
T’ : = {E(O) c . . . c E(s - 1) c ES} und T” : = {.&, c E(s + 1) c . . . c E(n - 1)). 
T’ ist in kanonischer Weise zur Fahnenmannigfaltigkeit F(0, . . . , s - 1; s) isomorph; T” 
ist zu F(0. . , n - s - 2; n - s - 1) isomorph. wenn man den Raum der (s + l)-di- 
mensionalen Ebenen durch ES in iiblicher Weise als einen P,_,_I auffasst. Nach Satz (3.1) 
ist daher die Abbildung qlT x T” eine Produktabbildung q’ x q”, wo q’ bzw. q” eine nati_ir- 
lithe Faserung von T’ bzw. T” ist. Da s < n und n - s - 1 < ~2, so ist auf q’ und q” die 
lnduktionsvoraussetzung anwendbar. ES gibt somit Indices 0 5 a, < . . . < up < s < 6, < 
. < b, < n, sodass gilt (wir schreibenf, = : (f’6,f~)): 
II’@/‘- ‘(f;6>) : = l-W) c . . c E(s - I) c ES : E(a,) = E,, , . . . , E(a,) = Eap}. 
r/“(r/“- ‘Cf;;)) : = {ES c E(s + 1) c . . c E(n + 1) : E(b,) = E,, , . . . , E(b,) = Eb4}. 
Setztmannunn,:=q ,..., np:=up.npfl:=s,np+?:=bl ,..., n,+4,,:=b4,so 
folgt, dass X = (q(q-‘cfi)) = (~‘(11’~‘(&)> x T”) n (T’ x q”(q”- ‘(fi))) von der behaup- 
teten Form ist.-Satz (3.3) ist bewiesen. 
$4. VERALLGEMEINERUNG EINES SATZES VON SEVER1 
1. Es sei X ein komplexer Raum und G eine komplexe Transformationsgruppe von ,K 
Es seien A und M analytische Mengen in X. Wir delinieren fir jede natiirliche Zahl k 2 0 
die Menge G,(A, M) : = {g E G : dim (A A g(M)) 2 k} und zeigen zungchst: 
SATZ (4.1). 1st M kompukt, SD ist GJA, M) eine unulytische Menge in G. 
ist iiberdies X projektic-rrlgebruisch und G eine ulgebruische Trunsformutionsgruppe 1.011 
,u, so ist G,(A, M) sogur eine ulgebruische Merge in G. 
i Sind A, E Ebenen im Pn, so bereichnen wir mit [A, B] ihre Verbindungsebene. Wir benutzen dann 
folgenden 
HILFSATZ. Es sei E(UI) C c E(o,) eine fesre (al, . , a,)-Fahne ini P,, und q E P,, ein fester Punks. 
Mann sind die Verbindmgsriirme [qE(al)], . . . , [qE(o,)] die einzigen q enrhalterrden algebra&hen Mengen 
jnl p,, , die unter deer Grupp? J(q) n ,fil J(E(a.J) incarim sind. 
Der Bewe& ergibt sich unmittelbar, wenn man bemerkt, dass die in Rede stehende Gruppe auf jeder 
Menge [qE(op+l)] - [qE(opl P = 0, 1, . . . r. transitiv wirkt (es sei [qE(uo)] = 4, [qE(arL1)] = P,). 
E 
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Beweis. G wirke auf Xdurch die holomorphe Abbildung r : G x X --+ X. Wir betrach- 
ten die Abbildung ‘I~ : G x M + X, wo cxl : = r[G x M. Die Menge a:(A) ist analytisch 
in G x M. Bezeichnet y : ??:(A) -+‘F die Beschr?mkung der natiirlichen Projektion G x M 
--* G auf E:(A), so ist y, da M kompakt ist, eine kompakte holomorphe Abbildung. Die 
Menge Fk : = ((9, x) E E:(A) : dim(,,,,(l’(y(g, x))) 2 k} ist fiir jede natiirliche Zahl k 2 0 
analytisch in C:(A) (vgl. [5], Satz 17). y(FJ ist also eine analytische Menge in G. Wir 
behaupten : y(F,J = G,(A, M) Zungchst gilt offensichtlich: 
Fk = 0, 4 E G x M: dim,,,.& x M) n E’(A)) 2 k} fiit jedes k 2 0. 
Nun wird fiir jedes feste g E G die in G x X stets analytische Menge (g x M) n ?‘(A) 
vermijge c( biholomorph auf die in X anaiytische Menge il n g(&f) abgebildet. Daher 
folgt: Fk = {(g, x) E G x M: dim&A n g(M)) 2 k}. Aus dieser Darstellung von Fk 
ergibt sich aber sofort, dass y(Fk) = G,(A, M). 
1st X projektiv-algebraisch und G eine algebraische Transformationsgruppe von X, 
so sind a, 2, und y rationale Abbildungen und Fk ist eine algebraische Menge in G x X. 
Also ist in diesem Falle such G,(A, 1M) = y(F,) algebraisch, w.z.b.w. 
Im folgenden betrachten wir lediglich den Fall A = Mund k = 0. Wir setzen abkiirzend: 
R(M): = G,(M, M). Mit g E R(M) gilt stets 9-l E X(M); weiter hat man J(N) c R(M) 
fir jede Teilmenge N von M. 
2. In diesem Abschnitt sei X stets eine homogene kompakte komplexe Mannigfaltig- 
keit; es sei durchweg G : = G(X)‘. 1st M eine zusammenhgngende analytische Menge in X, 
so betrachten wir alle holomorphen Abbildungen von X (in beliebige komplexe Rsume), 
die M auf einen Punkt abbilden. Unter diesen Abbildungen gibt es eine ausgezeichnete 
Abbildung TV,, auf deren Fasern alle iibrigen Abbildungen konstant sindt. Wir kiinnen 
~~ als eine holomorphe Abbildung von X auf einen normalen komplexen Raum auffassen. 
Da M zusammenh;ingend ist, so ist au& T,~ auf Grund des Steinschen Faktorisierungssatzes 
zusammenhgngend. Nach Satz (2.2) ist 5,+, dann sogar eine natiirliche Faserung von X. 
Wir nennen TV, die zu A4 c X gehiirende natiirliche Faserung z’on X. Es folgt leicht : 
SATZ (4.2). 1st M eine zusammenh&gende analytische Menge in X, so sind die folgenden 
drei Aussagen liquitlalent :
(a) M ist eine T,-Faser und es gilt r.&, = (P,(,~). 
(b)J(M) = R(M). 
(c)J(M) wirkt transitir auf M, und es gilt J(x,) c J(M) fiir wenigstens ein x0 E M. 
1st A4 irreduzibel, so kann (c) wie folgt abgeschwiicht werden: 
(c’) Es gibt ein x0 E M mit J(x,) c J(M) sodass {g(x,) : g E J(M)] eine nichtleere o&ne 
Teilmenge con M enthiilt. 
t Bezeichnet Z die von allen auf M konstanten holomorphen Abbildungen o : A’ + Y definierte Zerle- 
gung von X, so wird Z bereits von endlich vielen dieser Abbildungen definiert (vgl. z.B. H. CARTAN: Quotients 
of complex analytic spaces, Conrributions 10 function theory, Tata Institute (Bombay) 1960). Es geniigt, fiir 
7.~ deren Produktabbildung zu nehmen. 
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Beweis. (a) + (b): 1st M eine r,-Faser, so gilt R(:M) c J(M) nach Satz (1.2). Da 
J(IM) c R(&I) stets erfiillt ist, so folgt J(M) = R(M). 
(b) + (c): Zu je zwei Punkten x1, x2 E A4 gibt es ein gl E G mit gl(x,) = x2. Laut 
Definition von R(M) gilt g1 E R(M). Daher wirkt J(M) = R(IM) transitiv auf M. Weiter 
gilt J(x) c R(M) = J(M) fiir alle x E M. 
(c) -+ (a): Die holomorphe Abbildung (P,(,~) : X --f G/J(M), wo X = G/J(x& x,, E J4, 
ist wegen J(x,) c J(M) wohldefiniert und eine natiirliche Faserung von X. Ihre Faser durch 
x0 ist die J(M)-Bahn von x,, , d.h.iM. Dies bedeutet: shf = (P,(,~). 
Sei nun M zus5tzlich irreduzibel. Wir betrachten wieder die cp,(,,-Faser durch x,, , 
d.h. die J(M)-Bahn von x,, . Da dieselbe analytisch ist und nach Voraussetzung eine nicht- 
leere offene Teilmenge von M enthBlt, so stimmt sie wegen der Irreduzibilitgt von M mit 
M iiberein, w.z.b.w. 
Wir beniitigen die folgende Verschzrfung des letzten Satzes. 
SATZ (4.3). Ist fiir ein x,, E A4 die Isotropiegruppe J(x,) in G xsammenhiingend und ist 
M irredcibel, so ist M bereits dann eine T ,-Faser, wenn es ein g,, E J(M) und eine Umgebung 
W con go in G gibt, sodass jedes g E W mit g(x,) E M zu J(M) geh6rt. 
Beweis. Wir schreiben abkiirzend B : = {g E W : g(x,) E M}; unsere Voraussetzung 
ist dann gerade B c J(M). Wegen go E J(M) gilt such B* : = 3A.B c J(M). Ersichtlich 
besteht B* genau aus den Punkten g* E W* : = 3;. W, fiir welche gilt g*(x,) E M. Da W* 
eine Umgebung der 1 E G ist und jedes g E J(x,) den Punkt x,, fest Iisst, so gilt notwendig: 
J(xO) n W* c B* c J(M). Da J(x,) irreduzibel ist, so impliziert dies: J(x,) c J(M). 
Auf Grund von Satz (4.2(c’)) braucht weiter nur noch gezeigt zu werden, dass 
{g(s,,) : g E J(M)) eine nichtleere offene Teilmenge von M enthllt. Da die durch g --t 
g(x,).definierte holomorphe Abbildung 71 : G -+ X offen ist, enthglt bereits x(B) = {9(x,,) : 
g E B) eine Umgebung von go(+) auf M.-Satz (4.3) ist bewiesen. 
Bemerkung. Aus Satz (4.3) folgt insbesondere, dass bei irreduziblem A4 und J(x,) die 
Menge M bereits dann eine r,,,-Faser ist, wenn J(M) und R(M) eine irreduzible Kom- 
ponente gemeinsam haben. 
3. Von nun an sei X stets eine kompakte homogene komplexe Mannigfaltigkeit, die 
Qberdies projektiv-algebraisch oder ein komplexer Torus sein miige. Solche Mannigfaltig- 
keiten werden fiir den Rest dieses Paragraphen kurz zul&sige komplexe Mannigfaltigkeiten 
genannt. Weiter sei stets G = G(X)‘. Dann ist die Isotropiegruppe J(x) eines jeden Punktes 
,Y E X in G zusammenhzngend. (Fiir Tori ist dies trivial, fiir projektiv-algebra&he Mannig- 
faltigkeiten folgt dies z.B. aus [3]). 
1st M eine analytische Menge in X, so ist R(M) auf Grund von Satz (4.1) eine kompakte 
analytische bzw. sogar eine algebraische Menge in G. Wir nennen jede in R(M) enthaltene 
irreduzible analytische Menge R’ von G durch 1 E G, die kompakt bzw. algebra&h ist, 
zul%sig bzgl. M. Fiir jede solche Menge setzen wir M’ : = u,g(lM). Danngilt stets M c 
M’. Die Menge M’ ist nicht notwendig analytisch in X. Indessen gilt M’ = a(R’ x M), 
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wenn r : G X X + Xdie holomorphe Wirkungsabbildung von G auf X bezeichnet. Hieraus 
folgt sofort, da r im algebraischen Fall eine rationale Abbildung ist: 
1st X ein komplexer Torus, so ist M’ analytisch in X. Ist X projektic-algebraisch, so ist 
die abgeschlossene Hiille Iv’ con M’ in X eine algebraische Menge in X; es g&t iiberdies pine 
algebraische Menge T in J. die nirgends dicht in M’ liegt, sodass 57’ - M’ c T. 
Falls R’ + M, so woNen wir das Paar (iv’, R’) einen G-Begleiter von M in X nennen. 
1st M zusammenhangend, so such 157’. ijberdies definieren M und R’ dieselbe natiirliche 
Faserung von X, da wgen Satz (1.2) jede auf fM konstante holomorphe Abbildung von X 
such notwendig auf i%f’ konstant ist. 
Wir beweisen nun: 
HILFSSATZ (4.4). 1st X eine zuliissige komplexe Mannigfaltigkeit ztnd MO eine irreduzible 
anal_vtische Menge in X, die nicht sMo- Faser ist, so gibt es einen G-Begleiter (M, , R,) Ly)n 
M, in X mit folgender Eigenschaft :
1st (I + C# ofin in X, V eine Umgebung der 1 E G in G und U, + q5 eine in U n MO 
enthaltene oflene Menge ran MO, so enthiilt die Menge gswynVg(U,J. ~0 W, : = {g E R, : 
g(UJ n U, + q5}, eine offene Menge U, + C#J L’on M, mit U, c U. 
Beweis. Wir bezeichnen mit pc : G x X -+ G die natiirliche Projektion auf G und.mit 
a : G x X + X die holomorphe Wirkungsabbildung von G auf X. Durch (g, x) -+ (9. 
g(x)) wird ersichtlich eine biholomorphe Abbildung pG x a von G x X auf sich definiert. 
Daher ist die Menge Q : = (pG x r)(G x MO) = {(g, g(M,))},,, analytisch in G x X, 
Wir betrachten die in G x X analytische Menge S : = (G x M,) n Q. Es gilt J(&f,) x 
MO c S. Bezeichnet Jo die Komponente der 1 von J(M) in G, so ist die in G x X irre- 
duzible analytische Menge Jo x MO also in einer irreduziblen Komponente S, von S 
enthalten. Wir zeigen zunachst, dass S, echt grlisser a/s Jo x MO ist. Dazu betrachten wir 
die Vereinigung s der von S, verschiedenen irreduzibeln Komponenten von S. 3 ist eine 
analytische Menge in G x X, die S, in einer in S, nirgends dichten analytischen Menge .$ n 
S, schneidet. Ware nun S, = Jo x &f. , so konnten wir einen Punkt (go, x0) EJO x MO 
finden, sodassgilt : (go, x0) $ 3, (g 0 i, x0) E Jo x :b/, - 3. Wir wahlen dazu eine Umgebung 
I;t/ von go in G mit 
(W-l x {x0}) n 5 = 4. 
Auf Grund von Satz (4.3) konnen nicht alle g E W mit g(x,) E MO zu J(M,), in diesem 
Falle also zu Jo, gehoren. Sei etwa 6 E W - Jo so beschaffen, dass 0(x,) E MO. Dann gilt 
n’otwendig (y^-’ , x0) E S. da x0 E d-‘(MO). Wegen S = S, u 3 muss (J-t, x0) mithin not- 
wendig zu Jo x MO oder 3 gehoren. Doch dar ist unmiiglich, da ,$-’ IJo und (#-I, x0) E 
w-’ x {x0}. 
Wir haben gezeigt, dass Jo x MO echt in S, enthalten ist. Wir setzen nun R, : = 
pc(S,); R, ist eine irreduzible analytische Menge in G durch 1. Da offensichtlich p,(S) = 
R(M,), so gilt such R, c R(M,). R, ist tiberdies nach der oben eingefuhrten Redeweise 
zul&sig bzgl. MO, da S, kompakt bzw. algebraisch in G x X ist. Da R, nach Konstruk- 
tion Jo echt umfasst, so gilt J!, + hf, , wenn ~tl, die abgeschlossene Htille von’sr(R, x MO) 
in X bezeichnet. Mithin ist, da M, notwendig irreduzibel ist, das Paar (M, , R,) ein G- 
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Begleiter 
: = (G x DO) n (pG x r)(G x o,,) n S, offen in S, , und nach Konstruktion von 
S, gilt: 1 x O,cS,. Bezeichnen wir mit p : S, -+ R, die durch Beschrankung von po 
auf S, definierte kompakte holomorphe Abbildung von S, auf R, , so gilt zunachst p(s,) c 
pi : = {g E R, : g(oJ n CJ, + c$} und 1 E p(.$,). Nach bekannten Satzen gibt es weiter 
eine analytische Menge A, + S,, sodsss p(A,) + R, und S, - A, vermog.: p offen auf 
R, - p(A,) abgebildet wird. Insbesondere ist also ~(5, - A,) offen in RI . Da 1 in der 
abgeschlossenen Hiille von ~(3, - A,) in R, liegt, so folgt hieraus: ist V eine beliebige 
Umgebung der 1 E G, so gibt es stets eine nichtleere offene Menge I’, von R, in wi n V. 
Wir denken uns Y von vornherein so klein gewahlt, dass g(o,,) c U fur alle g E V. Dann 
ist c(( Vi x 8,) in U enthalten. Da r(R, x M,) ganz M, bis auf hijchstens eine niederdi- 
mensionale analytische Menge ausfiillt, so enthalt s(( Vi x 0,) notwendig eine nichtleere 
offene Menge U, von M, . Da U, c U und weiter wegen @i c II’, sicher 
r( Vi x oO), so ist Hilfssatz (4.4) bewiesen. 
@Y$Y g(cio) = 
Jeder in X irreduziblen analytischen Menge MO ordnen wir nun eine G-Kefte ZU. 1st 
MO eine Tag- Faser, so sei (MO, J(Mo)o) diese G-Kette. 1st MO nicht T,&,,-Faser, so xi (Mi , 
R,) ein G-Begleiter von M, in X gem&s Hilfssatz (4.4). Falls M, eine r,,-Faser ist, SO 
bore man auf; andernfalls wiederhole man den Vorgang usw. So entsteht eine Folge 
(MO > J(Mo)~)~ (ML, R,), CM, > W, . . . 
von G-Begleitern, die wir kurz eine G-Kette zu MO nennen wollen. Es gilt MO t M, c M, 
c . . . ) aber T,+,~ = rnr, = TV = . . . ; denn jede auf Mi konstante holomorphe Abbildung 
ist nach Satz (I .2) such auf alien Mengen g(Mi), g E Ri, und somit wegen g(M,) n Mi =I= Cp 
such auf Mi+l konstant. Da dim Mj+i _ > dim Mj + 1, so bricht das Verfahren notwendig 
nach endlich vielen Schritten ab. 1st (Mk, Rk) das letzte Glied der Kette, so ist Mk gerade 
die MO enthaltende TM,-Faser und R, = J(M,)O. 
4. ES ergibt sich nun leicht die folgende Verallgemeinerung eines Satzes von 
Severi. 
SATZ (4.5). Es sei X eine zul6ssige komplexe Mannigfaltigkeit und Y ein normaler 
komplexer Raum, in den? jede kompakte analytische Menge endlich ist. Weiter sei B ein 
Gebiet in X und M eine mindestens eindimensionale irreduzible analytische Menge in X mit 
M c B. Dunn gibt es, wenn TV : X --f G/H die zu M gehiirende natiirliche Faserung con X 
bezeichnet, zu jeder holomorphen Abbildung cp : B --t Y ein Gebiet B in X mit M c I? c B 
und eine holomorphe Abbildung 4 : ~~~(8) -+ Y, sodass gilt: cp]B = 6 O (r,lB). 
Beweis. Wir setzen MO : = M und wahlen zunachst eine G-Kette 
(MO 7 -‘(MO)‘), CM, 7 R,), . . . > (ML, R,J 
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zu MO. Weiter bestimmen wir eine Umgebung V der 1 E G und k + 1 Gebiete B, . . . . , Bk 
in X, sodass gilt: 
M, c B, c B, c .., c Bk c B = : Bkfl 
9yv g(Mo) c Bo, ,LJ_J g(Bj) c Bj+l, j = 0, 1, . . . 9 AZ. 
Wir setzen noch 17, : = MO, (I: = B, und wenden Hilfssatz (4.4) insgesamt X--ma1 an. 
Dadurch gewinnen wir k nichtleere Mengen U, , . , Uk in X mit folgenden Eigenschaften: 
(a) vj t Mj n Vi, Uj ist offen in Mj, j = 1, . . . , k. 
(b) uj C 9sw!2;lny g(Uj-,), WO Wj: = {g E Rj : g(Uj_1) r\ U,_, + $}, j = I, . . . , k. 
Wir wollen als erstes zeigen, dass die gegebene Abbildung cp : B + Y auf jeder 
Menge g(U,), g E P’, konstant ist. Dazu beweisen wir durch vollstZndige Induktion die 
folgende 
HILFSAUSSAGE. Jede holomorphe Abbildung $j : Bj --) Y ist auf Uj konstant, j = 0, 
1 , . . . , k. 
Der Induktionsbeginn j = 0 ist klar, denn jede holomorphe Abbildung $,, : B0 --f Y 
ist notw-endig auf der in B, kompakten irreduziblen analytischen Menge U, = M, konstant, 
da Y ausser endlichen Mengen iiberhaupt keine kompakten analytischen Mengen enthYlt. 
Sei nun die Behauptung fiir j = q - 1, 1 I q 5 k, bereits bewiesen und Ic/, : B4 -+ Y eine 
beliebige holomorphe Abbildung. Auf Grund der Wahl von V sind alle holomorphen 
Abbildungen $, o g mit g E V n W,, auf B,_, definiert und also nach Induktionsannahme 
auf U,,_, konstant. Mithin ist tiq auf allen Mengen g(U,_,), wo g E V n Wq, konstant. Da 
g(Uq_l) n U,_, fir alle diese g nie leer ist, so ist II/, notwendig auf U, konstant, womit die 
Hilfsaussage bewiesen ist.-Es folgt jetzt insbzsondere, da alle Abbildungen cp 0 g, wo 
g E Y, auf Bk definiert sind, dass cp : B -+ Y auf jeder Menge g(U,), g E V, konstant ist. 
Die Menge ,Y~ g(lM,) umfasst ein Gebiet B mit M, c A. Da X bzgl. T,+~,, ein holo- 
morphes Faserbtindel iiber G/H und somit lokal trivial ist, und da Mk 1 !M, eine Faser von 
T,,(~ ist, kann man B insbesondere so wshlen, dass jede r,%[,-Faser, die B trifft, B in einer 
zusammenhgngenden Menge schneidet. Da jede B treffende TM,,-Faser von der Form 
g(,Mk) mit g E V ist, so folgt also, da U, offen in Mk liegt, dass die holomorphe Abbildung 
cp[B : B + Y auf allen B treffenden sMO- Fasern konstant ist. Daraus ergibt sich die Exi- 
stenz einer Abbildung 4 : riM(B) --+ Y mit cp[B = @ 0 (s,,lfi) . Das ,Mo ffen i% folgt die Holo- 
morphie von q3?.-Satz (4.5) ist bewiesen. 
Satz (4.5) darf insbesondere auf holomorphe Funktionen angewendet werden ( Y = C,). 
Al; einfache Folgerung notieren wir etwa: 
KOROLLAR (4.6). 1st X eine komogene algebrai.rche Mannigfaltigkeit mit b2(X) = 1 
(z. B. eine Crassmannsche Mannigfaltigkeit) und B ein Gebiet in X, das eine mindestens eindi- 
mensionale algebraische Menge enthiilt, so ist ,jede in B holomorphe Funktion konstant. 
t Vgl. Fiissnote t auf p. 141. 
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Die einzige natiirliche Faserung von X, deren Fasern nicht diskret sind, ist nzmlich 
die konstante Abbildung von X auf einen Punkt. 
Bemerkung. Fiir X = P, wurde das Korollar 1932 von Severi [7] bewiesen. 1937 gab 
Sommer (vgl. [S], p. 464) einen weiteren Beweis. Am einfachsten kann dieser Spezialfall des 
Korollars (4.6) wohl durch die folgende Betrachtung in Evidenz gesetzt werden: 
Sei h eine holomorphe Funktion in Gebiete B des P, und &f c B eine mindestens I- 
dimensionale irreduzible analytische Menge des P, . Sei p E l\f ein fester Punkt. Die Iso- 
tropiegruppe J(p) von p in G(P,) wirkt transitiv auf P, - p. Falls g EJ(~) nahe bei der 
Identitat liegt, so gilt p ES(M) c B. Auf jeder Menge g(iC1) ist h nach dem Maximum- 
prinzip konstant. Da alle Mengen g(M) durch p gehen, so ist h sogar auf der Menge 
u g(&f), wo g nahe be 1 liegt, konstant. Diese Menge enthglt aber, da J(p) transitiv auf 
~J(P) 
P, - p wirkt, innere Punkte des P,, w.z.b.w. 
ANHAKG 
Die im 93 aus Satz (3.1) gezogene Folgerung kann such, da jede Grassmannsche 
LMannigfaltigkeit einfach-zusammenhgngend ist und 1 als zweite Bettische Zahl hat, als 
Spezialfall det nachstehenden Aussage erhalten werden : 
SATZ. Es seien A, B projektir-algebraische Mannigfaltigkeiten mit b,(A) = b,(B) = 1. 
Ferner gelte b,(A) = 0 oder b,(B) = 0. Dann gibt es zu jeder nichtkonstanten dimensionser- 
niedrigenden holomorphen Abbildung T : A x B --t Z in irgendeinen komplexen Raum Z 
eine holomorphe Abbildung 0, : A --f Z bzrv. OLI : B -+ Z, sodass gilt: T = 0, o rA bw. T = 
OR i 58; dabei bezeichnen nA bzw. zg die natiirlichen Projektionen t’on A x B auf A bzw. B. 
Beweis. Ohne Einschrhnkung der Allgemeinheit diirfen wir annehmen, dass T surjektio 
ist. Es geniigt zu -beweisen, dass 5 auf allen r,-Fasern bzw. auf allen r,-Fasern konstant ist. 
Dazu reicht es aus zu zeigen, dass T auf einer einzigen solchen Faser konstant istt. 
Wir setzen a : = dim A, b : = dim B, n : = dim Z; offenbar darf n > 0 angenommen 
werden. Es gilt 
b,(A x B) = bz(A> + b,(B) + b,(A).b,(B) = 2. 
Wir wihlen Erzeugende k, , kz von H,(A x B, R), die von irreduziblen analytischen Kurven 
K, x (I. q E B, bzw. p x K2, p E A, reprtisentiert werden. Da such bLC0+b)-2(A x B) = 2, 
gibt es ebenso Erzeugende gl, gz von 1f2C0+b)_-2 (A x B, R), die von analytischen Mengen 
D, x B bzw. A x Dz reprssentiert werden, wo D, bzw. D2 irreduzible HyperflBchen in 
A bzw. B sind. Es gilt 
lilgz = klg, = 0, klgl > 0, k,gz > 0. 
Nach [6], Hilfssatz (I .2) gibt es eine irreduzible Hyperflkhe M in A x B mit s(M) + Z. 
Jede T-Faser, die nicht iiber s(M) liegt, enthzlt dann eine irreduzible analytische Kurve K, 
t Allgemein gilt: Es s&w X, Y, Z komplexe Riirtme and 6 : X + Z, 7 : X --f Y holomorphe Abbildungen. 
7 sei kompakt, nirgends entartet, zusammenhiingend and surjektiv; es gebe einen Punkt yo E Y, sodass 6 auf 
?jYyo) konstant ist. Dann existiert eine eindeutig bestimmte holomorphe Abbildung D : Y + Z, sodass 6 = o o 7. 
Im vorliegenden Fall setze man: X = A x B, Y = A bzw. Y = B, 8 = T, v = 7.4 bzw. TJ = ns . 
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sodass 1M n K = 4. Bezeichnen wir mit rn bzw. /i die von M bzw. K bestimmten reellen 
Homologieklassen, so bestehen Gleichungen 
k = r,k, + r,kt , m = s,g, + s2g2, rl , rz, sl, s2 E R. 
Alle hier auftretenden Koeffizienten sind positiv: da man ersichtlich Punktep’ E A und q’ E B 
so bestimmen kann, dass i\f n (K, x q’) bzw. M n (p’ x K2) leer oder nulldimensional ist, 
so folgt zunachst 
0 I k,nr = s,(k,g,), 0 s kzm = s2(k,gz). 
Dies impliziert sI 1 0, s1 2 0 wegen k,g, > 0, k,gz < 0. In analoger Weise folgt r1 2 0, 
r2 1 0, wenn man K so wahlt, dass K n (Dl x B) und K n (A x D,) leer oder nulldi- 
mensional sind. 
Aus 0 = mk = rIs,(k,g,) + rzsz(ktg,) ergibt sich somit: 
rlsl = r2s2 = 0. 
Sei etwa rl = 0. Dann gilt speziell kg, = 0. Dies ist nur mijglich, wenn die Kurve K in 
einer Faser von TC* : A x B + A enthalten ist. Andernfalls ware xA(K) namlich eine Kurve 
in A und man kijnnte D, so wahlen, dass n,(K) n D, eine nichtleere endliche Menge ist. 
Dann ware aber such K n (Dl x B) nicht leer und endlich, d.h. es ware hg, + 0. 
Sei etwa K c p x B. Die Fasern der von 5 induzierten holomorphen Abbildung 
Q : p x B + Z haben dann such in allen Punkten von p x B in der Nahe von K positive 
Dimension, da man analog wie eben fir K argumentieren kann. ? ist mithin eine holo- 
morphe dimensionserniedrigende Abbildung und also nach [6], Satz (1.3) konstant. Mithin 
ist-wie gewiinscht--5 auf wenigstens einer n,-Faser konstant. 
Sei nun rl + 0. Dann gilt sr = 0. Dies hat s2 + 0 zur Folge, da M sonst nuilhomolog 
ware. Somit folgt r2 = 0, und der vorstehende Schluss liefert jetzt, dass r auf wenigstens 
einer n,-Faser konstant ist. Der Satz ist bewiesen. 
Die Aussage des soeben verifizierten Satzes wird falsch, wenn man keinerlei Vorausset- 
zungen iiber die ersten Bettischen Zahlen macht. Wahlt man z.B. fur A und B dieselbe 
elliptische Kurve (= eindimensionale kompakte komplexe Liesche Gruppe) T und fiir 
r : T x T + T die Gruppenoperation (p, q) + p + q, so ist r nicht in der beschriebenen 
Weise faktorisierbar. Sind indessen A und B hoherdimensional, so braucht die Voraussetzung 
b,(A) = 0 oder b,(B) = 0 nicht explizit gemacht zu werden. Es gilt namlich allgemein: 
SATZ. Fiir jede projektiv-algebraische Mannigfaltigkeit V mit dim V > 1 und b2( V) = 1 
gilt b,(V) = 0. 
Beweis. Falls b,(V) > 0, so ist der Albanesetorus A(V) von V nicht einpunktig und 
die holomorphe Albaneseabbildung CL : V + A(V) nicht konstant. Nach [6], Satz (1.3) 
ist a(V) daher eine mit V gleichdimensionale analytische Menge in A(V). Insbesondere 
folgt dim A(V) 2 2; daher gibt es holomorphe 2-Formen o + 0 auf A(V). Man kann o so 
wihlen, dass o D a eine holomorphe 2-Form =I= 0 auf V ist. Es gilt folglich /zz~o( V) 2 1, 
was wegen 1 = b2(V) = 2h2*’ + h’**(V) unmiiglich ist, da hi*‘(V)> 0, q.e.d. 
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